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Allgemeine Informationen

 Website: http://n.ethz.ch/student/kendallj/
 Podcast: Polybox — link findet ihr auf der Website
* Fragen: stehe 15.06. bis 28.06. zur Verfugung — nutz die Gelegenheit!

«Unmuten», in Chat schreiben oder per email

* Prufung: Moodle, 90 min, ca. 30 Fragen

E'HZUF/Ch PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Agenda

* Gausssche Fehlerfortpflanzung
o Kinematik
 Koordinaten / Matrizen

2 Tag

* Kinetik I: Newton, Energie
3. Tag

* Kinetik Il: Impulserhaltung, Lagrange, Inverse Dynamics
4. Tag

* Euler, Leistung
« Harmonischer Oszillator
* Muskel(optimierung)

E’HZUF/Ch PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Grundlagen

Vektoren, Vektoroperationen, Trigonometrie, Rechte Hand Regel

E’HZUf/Ch PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Losen von Aufgaben in Biomechanik |

» Skizze und Text gut studieren und lesen

* Gegebene und gesuchte Grossen
aufschreiben

* Freischnitt und Skizze gross zeichnen

 Alles in S| Einheiten umrechnen
- m, m/s, kg, J, J/s, N, Nm, rad/s,...

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Derived Quantity S.I. Unit
Name Symbol Name Symbol
Displacement d metre m
Area A metre squared m?
Volume Vv metre cubed m?
Speed S metre/second m/s
Velocity vV metre/second m/s
Acceleration a metre/second? m/s?
Force F newton N = kg m/s?
Energy E joule J=Nm
Density p kilogram/metre cubed kg/m?3
Moment T newton metre Nm
Power P watt W=Nm/s
Work W joule J=Nm
Momentum p kilogram metre/second kam/s=Ns
Pressure P pascal Pa = N/m?




Vektoren

Die Kartesische Basis besitzt pro Dimension einen Einheitsvektor, d.h. fiir 3-D gilt

1) (0) (0)

=0 g;=|1 i
0 \0/ \1/

Der Einheitsvektor ist normiert, bedeutet dass Betrag / Linge |e,| = 1 ist.

P=(aex+bey+cez)

1%
2
|
-]
s
|

a
f”zxza.gm—l—bgy—kcgz: b (2)
c

wobei der Einheitsvektor e, in X-Richtung zeigt und mit einer Ldnge a multipliziert wird. Analog mit e,
&bunde, & c.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 6



Vektoren

1.2 Vektoren aus Koordinatensystem ablesen

In Aufgaben miissen oft Distanzen oder Vektoren zwischen zwei Punkten bestimmt werden (Bsp. Kap.

4.1). Dabei gilt immer Spitze minus Anfang:

ABZB—A =

(b

bo

b

(s

a2

o

P

2

\ 2

f)

Y

\2/

2p

wobei AB die Verbindungsgerade von A nach B und OP vom Ursprung O zu Punkt P ist.

1.3 Betrag und Normierung

Die Linge vom Vektor ist gleich dessen Betrag:

'v=|x|=\/a2+b2+c2

Der normierte Vektor besitzt die Lange 1, behdlt jedoch die urspriingliche Richtung:

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

(4)



Vektoroperationen

at b1 agbz — azby
V. XVp=|as | X | bo| = | azby —aibz | =c¢ Sind v, & v, parallel oder gleich, dann istv, X v, =0
a3 b3 a1by — agbi
a1 b1
Vo s,=]as || bo| = a1by + aghy + azbz = c Sind v, & v, othogonal (rechtwinkling/senkrecht) zueinander, dannisty, - v, =0
a3 \bs AN Ve
9 74 WV, .Ne = 0
)V
a Aa > A
Av=A-|b]| =] oS (V¢
c Ac

PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Vektoroperationen

ai by a1 + by
v=a+b=|a |+ |b|=]|a+b (8)
as b3 ag + b3

Vektoren Kkann man sowohl zusammenzidhlen, als auch in einzelne Komponente zerlegen. Spiter wird

diese Zerlegung fiir die Berechnung von Geschwindigkeiten, Momente und Leistungen sehr niitzlich sein:

4
qsb ,
- y =IVI-Stne
X =|y|cose

PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Matrixoperationen

2.5 Matrixprodukt

Grundregel: Zeile Mal Spalte

A.B— (011
a1

a2

a?

LxL

(R

AeR

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

)

b11 512) - (
bo1  boo
ZxlL

WAX W

Bel

KW

"4
LR

a11b11 + a1oboy a11b12 + a12b99
a21b11 + a20boy a21b11 + ag2bao

|

(10)

10



Schwerpunkt von Flachen

bl
bL :
O 175
o = 2
Xs™ 2 i
= 2
yS:'E’.- Ys .35
P
a%

Bei Schwerpunktproblemen kann man die meisten Fldchen in kleinere, bekannte Fldchen aufteilen.

Grundsitzlich sollte man die Symmetrie einer Figur zu nutze machen.

Um dann den Schwerpunkt der Gesamtfldche zu erhalten, muss man summieren und zwar:

= Ez IsviAi o Zi ys,'iAz'

Ls ges — A Ys,ges = A
ges ges

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 11



Schwerpunkt von Flachen (Formal)

L Mitedoet

Formal:
-xdA -ydA
2D: T — fk : gy — fk = (14)
f K dA fK dA
kartesisch zylinderisch sphérisch
Flichenelement dA dxdy r - drdo sin 6 - dOdvy

Um dann den Schwerpunkt der Gesamtflache zu erhalten, muss man summieren und zwar:

D i TsiA; D iYsiA

Ls ges — Ys,ges —

‘4995 ‘AQES

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Trigonometrie

: Gegenkathetevona a
sin & = =—=C0sp
Hypotenuse c
Ankathetevonea b :
cosa = =—=3sinf
c Hypotenuse c
Gegenkathetevona a
tan ¢ = = —=Cot S
Ankathetevon o b
4 B
Hypotenuse c
a 0/0° Z/30° T/ 45° Z/60° Z/90° m/ 180°
- 1 V2 V3
S111 v () 5 £ 5 | ()
; V3 V2 1
COS ¥ I 5 5 D) (0 |
tan o 0 @ I V3 00 0
cot cv 00 V3 l _\é_i () 00

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Hilfsgleichungen

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Hilfsgleichungen
Quadratische Losungsformel
ar’+br+c=0 =
B —b+ /b2 — dac

L —

2a
Sinus- und Kosinussatz
(1l b s

sina  sinb  sinc
b* = a* + ¢* — 2accos (3)
Additionstheoreme
sin (@ — ) =sinacos 8 — sin B cos

cos (o — [3) = cos acos 3 — sin avsin beta

| tana — tan B
tan (a — 3) = '

1 +tanatan

14



Rechte Hand Regel (RHR)

MR gxY = TE

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Rechte Hand Regel (RHR)

L=/w W, L
- |
| ! ——
“;Qir‘ection of rotation - Y Right hand
R Direction of rotation
@ (b)

PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Newtonsche Gesetze (vereinfacht)

1. Ein kraftefreier Korper bleibt in Ruhe oder bewegt sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit.

Trialu}"s?ﬁ‘\?:cp
(4}
2. Kraft gleich Masse mal Beschleunigung. F =& MAR= é t
Ly leulSSod‘é

3. Actio-Reactio: Eine Kraft von Korper A auf Korper B geht immer mit einer gleich grofden, aber
entgegen gerichteten Kraft von Korper B auf Korper A einher.

F‘rﬁ = -F%A

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 17



Gausssche Fehlerfortpflanzung

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik
w=2f f=1r v~,v-—7u.—rw
Gzp = 1:3 = rw?

s,v,a und @, w, o Konstante Lincarbeschleunigung oder

Winkelbeschleunigung
1 2
= So+ wpt + EM
v =g | 2a(s  sp)

1
s — sp+ 6(1.'0 tu)t

1w + v 2as — 2asy + 1.'('2,

a

Translation 4 Rotation um eine fixe Achse A
sp(t) = sal(t) +rapec(t)
vp(t) = va(t) + rapw(t)eyslt)
ap(t) = aa(t) | rapa(t)ey(t) - rapw(l)e(0)

Gausssche Fehlerfortpllanzung

of(z,vy, z, ...
A/2 — (L)L ~20,Y y')...A-T)2+

dx
af(x,y,z,...)
(O—y!.z L05Y WA!})2+
of(x,y,z,... '
(i’”— )lr:rﬂ,y:m AZ)Z | PR
i)z
Kinetik
l, - J"!eqlvup L = JC»' —r X l,
dP dL
== M= xF
dt T, rx
~ YoaMaTa

Schwerpunkt: Ry, ——Z;——
« Ma

1riigheitsmoment: Jg — Z ;T s
*

Satz von Steiner: J4 — Jgp +mda?
Epin = 1/2mv? | 1/230?

F:r,,,[———’_/F'dR

Reibungskraft:
Federkraft:

FH' = "“Fu = _“F'ell
p}.' - ——kAT

Stosse

Gerade, zenbral, Leilelastisch

,  mvy +mavz  ma(vy — m)Cr
A

my + my my + my

o v | mgva  my(va - vi)Cr

my + my my -+ my
Ty ma 2 2
AlJ e e L v 1 -C
Wston 373 (m  w)%( r)
y v, v
C==2-2 mit 0<C<1
v — 1

Koordinatensysteme

Polarkoordinaten(r, @)

de,

dt —
deg i
ar e

Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
s(t) = r(t)e.(0(2)) + z(t)es
v =& = e, + rfeg + e,

a— (F — 0%r)e, + (270 + Br)ey + ey
Affine Transformation: x¢ = [“Ar] x1, + e

Elementarrotationen (negativer Drehsinn)
[ 1 0 0
[Re] — 0 cosa sina
0 —sina cosa

cosff 0 —sinf |
(1] 0 1 0
sing 0 cosf

cosy simy 0]
IR = siny cosy 0
0 0 1

-

Kinematische Kette

Freiheitsgrade in 3D: M — 6n E{:l(ﬁ 1)
Jacobimatrix (z.B. fir z, T, x3):
of 9 84
/‘).t] 811 8.!:3
o | $3E%E
. Oxy Ozz Oxy

Zweikorperkette
Xp — licosay
Yp — I sinog
Xq = L cosay +  cos(ay + ay)
Yo = Lisinay + I sin(og + ay)

18



Gausssche Fehlerfortpflanzung

Voneinander unabhangige fehlerbehaftete Grol3en

(Gausssche Fehlerfortpflanzung

Af%= (Uf('tl";l\, Bioe] |2=z0,y=0...A%)*+ f .= Gesuchte Funktion (Energie, Formel,..)
(é)f(‘l"é;"l; Byror) ooy Ay)2 4+ Ax, Ay := Messfehler
(Uf('r';; o) e mose.  RETS L
b& .= absolute MV\SG:CL\SSL-&»:J'

a e ngcw‘/du\o]'

s% .= e\
a1

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 19



oL )+ (S ) r
Beispiel — Gausssche Fehlerfortpflanzung A*@ﬁ (@x‘: N") (Qxé T
(> nnralbhan ua,c_ Me%guvv\.a,o,‘

=2 leetwe \Le FNLO\HOV\

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 20



Ubung | — Gauss’sche Fehlerfortpflanzung FS19

Sie messen als Sportwissenschaftler bei den olympischen Spielen die sportliche Leistung der Topathleten in der Startphase
beim Sprint. Mittels eines Beschleunigungssensors messen Sie eine konstante Beschleunigung von

a = 1.5m/s?
Uber einen Zeitraum von
t =17.3s
und bestimmen daraus den zurlickgelegten Weg
&
. Wie gross ist die absolute Messunsicherheit
Az
wenn die Unsicherheit der Beschleunigungsmessung
Aa = 0.1m/s?
und die Unsicherheit der Zeitmessung
At = 0.2s

betragt?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Kinematik

Allgemeine Bewegung,

Ebene Bewegung

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik
w=2f f=1r v~,v-—7u.—rw
Gzp = 1:3 = rw?

s,v,a und @, w, o Konstante Lincarbeschleunigung oder
Winkelbeschleunigung

1 2
= So+ wpt + EM
v =ug | 2a(s  sp)

1
s — sp+ 6(1.'0 tu)t

1w + v 2as — 2asy + 1.'('2,

a

Translation 4 Rotation um eine fixe Achse A
sp(t) = sal(t) +rapec(t)
vp(t) = va(t) + rapw(t)eyslt)
ap(t) = aa(t) | rapa(t)ey(t) - rapw(l)e(0)

Gausssche Fehlerfortpllanzung

of(z,vy, z, ...
A/2 — (L)L ~20,Y y')...A-T)2+

dx
af(x,y,z,...)
(O—y!.z L05Y WA!})2+
of(x,y,z,... '
(i’”— )lr:rﬂ,y:m AZ)Z | PR
i)z
Kinetik
l, - J"!eqlvup L = JC»' —r X l,
dP dL
== M= xF
dt T, rx
~ YoaMaTa

Schwerpunkt: Ry, ——Z;——
« Ma

1riigheitsmoment: Jg — Z ;T s
*

Satz von Steiner: J4 — Jgp +mda?
Epin = 1/2mv? | 1/230?
F:’,,,l == —/F o ds

Reibungskraft: Fg = —uF,, = —uF - e,
Federkraft: Fp = —kAx

Stosse

Gerade, zenbral, Leilelastisch

,  mvy +mavz  ma(vy — m)Cr
A

my + my my + my

o v | mgva  my(va - vi)Cr

my + my my -+ my
Ty ma 2 2
AlJ e e L v 1 -C
Wston 373 (m  w)%( r)
y v, v
C==2-2 mit 0<C<1
v — 1

Koordinatensysteme

Polarkoordinaten(r, @)

de,

dt —
deg i
ar e

Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
s(t) = r(t)e.(0(2)) + z(t)es
v =& = e, + rfeg + e,

a— (F — 0%r)e, + (270 + Br)ey + ey
Affine Transformation: x¢ = [“Ar] x1, + e

Elementarrotationen (negativer Drehsinn)
[ 1 0 0
[Re] — 0 cosa sina
0 —sina cosa

cosff 0 —sinf |
(1] 0 1 0
sing 0 cosf

cosy simy 0]
IR = siny cosy 0
0 0 1

-

Kinematische Kette

Freiheitsgrade in 3D: M — 6n E{:l(ﬁ 1)
Jacobimatrix (z.B. fir z, T, x3):
of 9 84
/‘).t] 811 8.!:3
o | $3E%E
. Oxy Ozz Oxy

Zweikorperkette
Xp — licosay
Yp — I sinog
Xq = L cosay +  cos(ay + ay)
Yo = Lisinay + I sin(og + ay)

23
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Kinematik

s.v,a und #,w, a: Konstante Linearbeschleunigung oder
Winkelbeschleunigung

r = xg + vot + 3(11‘2

m—

2 = 2 Qalr — x
U UG —}—.1..(1(11 xo) v aV
T = To T §(l’o+'l’)t r &I ot
g —vp = \/ 2as — 2asg + "vg
' a 3 .- e
XXA{' = Xt+¥e =X =V
- )
S 5 dt = Axt +ct +d = X
L

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung Il - Kinematik a) g S(t3s)
p
S = jvdt = Ji%%“« "’J 2tdt
Ein Auto bewegt sich geradlinig, sodass die
Geschwindigkeit durch v = (3t + 2t) —, _ Pt S
wobel t Sekunden sind. Bestimme \
a) die Position und s(0)= So=0
b) die Beschleunigung G[ﬁf&s) =727+ Q+0 = Z,G ~—
wennt = 3s.
Angenomment, = 0,s, = 0. 13) s> o (£735)
v M,e/(
\ , av o= G /"::\;M (e M;j:s FS
oz bt 2

O

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung Il - Kinematik FS18

Ein Klippenspringer springt von einer d = 29m hohen Klippe ins Wasser. Mit welcher vertikalen Geschwindigkeit trifft der
Klippenspringer aufs Wasser auf? Der Luftwiderstand kann vernachlassigt werden.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

v® = v§ + 2a(x — xo)

=0+ 26(2‘1 O)

26



Ubung IV — Kinematik FS18

Eine Person (m = 80kg) tritt beim Gehen mit einer Geschwindigkeit von v = 3m/s auf den Boden auf. Die Bewegung wird ir

Berechnen Sie Uber welche Distanz die Bewegung abgebremst wird.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

\'4

1t = 0.9s linear abgebremst

S

27



2D Koordinatensysteme

Koordinaten | Lkartesisch polar

kartesisch
7=t . = tan~! =
y ¥ X

x =f(cosg

| r
y =(sing o (,..¢)

polar

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

KARTESISCH:
r(t) = x(tey + y(t)ey

B me g pey Polarkoordinaten(r, ¢)
V=T =Xxe,+Yye,

de, N
Polar KT
r(t) = p(t)e,(¢(t)) de,
D=7 = pe, + ppe, a

% eq (4w)

=¢

28



3D Koordinatensysteme

Koordinaten | kartesisch zylindrisch sphérisch
kartesisch
. pzm r=\/x2+yz+zz
x. y -1 N x* + };2
v=\y @ =tan~! Z g = tan .
. x y
= E=2 P =tan™" o
zylindrisch
Y X = pCcos¢ p r=4p?+ z2
B =
y =psing "‘(Pf”) e
zZ =7 4 1/} = (p
spharisch X =71sinf cosy p=rsiné 7;,
y =rsinfsiny Q@ =Y v = ro
Z=1cosf Z=7cosd rsinf@ y

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

KARTESISCH:

r(t) =x(t)e, + y(t)e, + z(t)e,
D=7 = xe, +ye, + ze,
ZYLINDRISCH:

r(t) = p(t)e,(p()) + z()e,
= 7 = g, + pe, + 78
SPHARISCH:

r(t) = r(®e, (Y1), 6(1))

-

U= 7 =7e, +rbeg + rsinfie,

29



Kinematik

Polarkoordinaten(r, ¢)

de,
— Wey
dt  —
ded‘)
— _L".»L«‘er

. . . :'APlf-IO?-’ oA | = ’ S/P"g-/x' (‘ 18 "
Iranslation + Rotation um eine fixe Achse A VA? — — — AA%
sp(t) =sa(t) +raper(t) o
vp(t) = Va(t) + rapw(t)es(t Celr = 37 2h { =
ap(t) = aa (t) + rapa®ey(t) — rapw(t)e.(0) . 209 D
n N T _v o+ Wey X e T % - of
L) VR?C,O 5{; &%? =\ le/ yA -—¢ AcP C L%
Gy eonst
o~ -
- 9\@ o

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 30



Allgemeine Bewegung des starren Korpers (3D)

Die Kinemate beschreibt den Bewegungszustand des starren Korpers

Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes (ABBA)

V,=¥p+wxBA =

{L'»l ’ ﬁ}

(e

Uby

v/

+

(we

Wy

v/

Eine momentane Bewegung im Raum ist wie erwihnt entweder

* eine Translation (4.2), falls w = 0 ist,

» ecine Rotation (4.3), falls w # 0 und w - vg = 0 ist oder

* eine Schraubung, falls w - vz # 0 ist.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

/a.I - br\

Ay — by

e

(19)

(18)
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Ubung V — Kinematik FS18

A fahrt mit dem Citybike (Durchmesser d 4 = 60cm), tritt mit einer Winkelgeschwindigkeit von w4 = 1.87/s und einem
Gangverhaltnis von 48 /18. B begleitet ihn auf einem Mountainbike (Durchmesser d = 66¢m) und tritt mit einer

Winkelgeschwindigkeit von wp = 2.07/s.

Wenn B’s Gangverhaltnis 44/X ist, wie gross muss X gewéahlen werden, um mit der gleichen Geschwindigkeit zu fahren wie

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

33



Kinematik

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung VI — Kinematik

Das 1m Bild dargestellte Karussell dreht mit der Rotations-

geschwindigkeit o .
Wie gross 1st die Schnelligkeit der Sessel?

V= L(1+F )

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 35



Ubung VII — Kinematik

Astrid fahrt im Jahrmarkt in einem Karussell. Wahrend der Fahrt gleitet ihr Portemonnaie aus ihrer Tasche (Ort gekennzeichnet durch das schwarze Rechteck). In welchem der Areale mussen sie ihr
Portemonnaie nach der Fahrt suchen?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung VIII — Kinematik

Problem 6 A satellite moves on a circular trajectory of ra-
dius r around the Earth with radial acceleration a, = —g%—,
where R is the radius of the Earth. The speed of the satellite

1s constant and denoted by wy.

|

1. What is the height hg of the trajectory, measured from
the surface of the Earth?

a) hyp = =—
(a) ho o A
R
(&} _ (‘iz _ . ‘_ 2. _ ’\/a
0

(€) ”"’:R(%") 8;;_ =

2. How much time T does it take for the satellite to complete one complete round?

rR?
(a) T=g;,3 v) Vs
- 2
(b) T =gt __ 2T  TC
~ 2 \ - / o
@7 — 92J f w VO
vh
N T 2R
o ! - = %
—

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Affine Transformationen

Koordinatensysteme

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik
w=2f f=1r v~r-—7U. = rw
a:p 1:3 - rw?

s,v,a und @, w, o Konstante Lincarbeschleunigung oder
Winkelbeschleunigung

1 2
= So+ wpt + Eat

v’ =g | 2a(s  sg)

Stosse
Gerade. zenbral, Leilelastisch

,  mvy +mavz  ma(vy — m)Cr
A

my +my my + my
,  mgwy | mava  my(va v )Cpr
Uy = e e —_—
my + my my -+ my
Ly 1o e '
Al —(m  w)*(1  CR)

2(my + meo
’ ’
3 1 v
C 2 V)
v —

mt 0<C<I1

1
s— sp+ 6(1.'0 ot

1 4 ﬁ(l.‘i 2asg + 1.'('2,
a

Translation 4 Rotation um eine fixe Achse A
sp(t) = sal(t) +rapec(t)
vp(t) = va(t) + rapw(t)eyslt)
ap(t) = aa(t) | rapa(t)ey(t) - rapw(l)e(0)

Gausssche Fehlerfortpllanzung

of(z,vy, z, ...
Af? — (L-);, BT 0 o

Koordinatensysteme

Polarkoordinaten(r, @)

de,
dt —
(l(:a ) .
ar e

Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
s(t) = r(t)er(0(t)) + z(t)ex
v =& = e, + rfeg + e,

a— (F — 0%r)e, + (270 + Br)ey + ey
Affine Transformation: x¢ = [“Ar] x1, + e

Elementarrotationen (negativer Drehsinn)
[ 1 0 0
[Re] — 0 cosa sina
0 —sina cosa

cosff 0 —sinf
(1] 0 l 1]
sing 0 cosf

cosy simy 0]
IR = siny cosy 0
0 0 1

-

dx

af(z,y,2,-)

(O—y!.l 20,4 yoAy)2+
af(z,y,z,.. ,
(_(,..)_’ )‘r:rﬂ'y:m AZ)z Rt

7z
Kinetik
l, - J"’gpvup L = JQ;' —r X l,
dP dL

= — M=— = F

dt dt rx

MuT
Schwerpunkt: Ry, — Z;‘_S__‘_“
g
“

Trigheitsmoment: Jg — Z mil'i.!s2
:

Satz von Steiner: J4 — Jgp +mda?
Ein = 1/2mv* | 1/2Ju?
F:’,,,l — —/F - dﬁ

Reibungskraft: Fg = —uF,, = —uF - e,
Federkraft: Fp = —kAx

Kinematische Kette

Freiheitsgrade in 3D: M — 6n )_:{:1(6 1)
Jacobimatrix (z.B. fir z, T, x3):
of 9 84

4‘):. 31: 1"1.1

3= | 2kskak

Oz, Bz Dxy
Zweikorperkette
Xp — licosay
Yp — i sinayg
Xq = L cosay +  cos(ay + ay)
Yo = Lisinay + I sin(og + ay)
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Affine Abbildung (Transformation)

Gegebener Vektor
Affine Transformation: xq = [A; | x; + t7 .

Transformierter Vektor Translationsvektor

Rotationsmatrix

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ri—b lﬁ’f Pa = \._ARBI [N t&»/’c / éﬁ""f:'[‘%l{;k‘*

Affine Abbildung (Transtformation) > _ 2 D A>T

» eine Abbildung zwischen zwei affinen Raumen, bei der Kollinearitat, Parallelitét
und Teilverhaltnisse bewahrt bleiben oder gegenstandslos werden
g g L"Rl (,8+ orH.O&OM‘

4—» alpHRl ==

>
>

érms ‘AHO\(: Skuliwma, (S[);.ea‘.‘)ﬂ\a,) 'P\o{'w\'fev\
\ - P+ % % O © ] l 2
T ‘ by ? o :y;:] ? ?\:[. Q‘\‘]?
?&K‘sﬂ % -7 |

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 40



Transformationen - Rotationen




Koordinatentransformationen

Euler- und Kardanwinkel

Elementarrotationen (negativer Drehsinn):

— wk —
1 0 0
0 cosa =Sina

0 =sina cosa

' cosf3 0 ==sing

0 1 0
=sin 0 cosp
| CcOSvy =siny 0

—=siny cosy O

0 0 1

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

7 LHR!

7’“

Resultierende Rotationsmatrix der

Kardansequenz (X, y, 2):

[GRL] = [Rz][

B[R] = 2y» ¥ xye (&=

b W2, yX2, Y25, .. -

Resultierende Rotationsmatrix der

Eulersequer

z(2,y,2):

[GRL] = [F‘)z2:

Achtung Mat
kommutativ:

[Ryl[Rz1]

rizenmultiplikation ist nicht
AxB+#BxA

—

:.X)‘i‘)
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Koordinatentransformationen — Real World/Wiki/Givens

A basic rotation (also called elemental rotation) is a rotation about one of the axes of a coordinate system. The following three basic rotation matrices rotate vectors by an
angle @ about the x-, y-, or z-axis, in three dimensions, using the right-hand rule—which codifies their alternating signs. (The same matrices can also represent a clockwise

rotation of the axes.["? 1]

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

1 0 0
R, (0) 0 cosf@ —sinf
0 sinf cosf |
" cosf 0 sinf ]
R,(6) 0 1 0
—sinf# 0 cosf_
‘cosf) —sinf 0]
R.(0) sinff  cos@ 0
0 0 1.

https://en.wikipedia.org/wiki/Davenport _chained_rotations
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,n.l-n\ AS1S C/L. E)(MV@ (.SC’L\
Xe A)FGO° wnn T [1) 44507 wme X

< o F
} <
Ve /jffzo"
G e te <1 Lo
X ft

L) =q0° am Z.

Ubung VIII — Clicker Vorlesung 6

(3
Eine Fledermaus ortet die Fliege in ihrem
Koordinatensystem (KS) auf Position
Xe=—-2,Yr=0.5 2 =1 und den Kopf
des Chamaleons auf
Xrp=—4,Yr=—-0.5,2F = 2.
An welche Positon muss das Chamaleon in
seinem KS zielen um die Fliege zu

erwischen?
.E;KH;V&C/(’U(:« A O O [%SGW) ,_g“,‘(_‘w,)o
(’21 = Rx('["lsob){% eqo‘) — O QOS(JlQ)O) —-SM(‘(’D" i -‘ld') CQS(—:QU) O
T 0 W) cos(us”) o o
[ o 4 O
— _,/l/ — A O -1 o 10 "\ [-u) 1
= -@(Z O (IZ '59 ?0 g (_R]?F + tF-sC, r;/ o “/(/Z A/Z — IE/ZO“A/L /ﬂ/Vz - /‘/Z +r3‘
~4 0 32 . - ) A 4 s | / hT
’ d = "Ry pe = [Beltear % @ 7 oSy | Z
v

PVK BMII FS20 - Jack Kendall



R: S~

[, ]

LXrinsees

Ubung |IX — Transformationen FS18

—-—ﬂ

”~q - »9 LR

—— e — ]
e L S - T -yg-:—zzgm
—— JR S S
— i ys pre='e
Der instrumentierte Startblock misst die Krafte im Startblockkoordmatensystem
(zs,9Ys,25)
. Der Anstellwinkel des Startblocks betragt
a = 60°
. Das Bahnkoordinatensystem
iBB YB, ZB

befindet sich auf der Startline. Beide Koordinatensysteme sind orthogonal und

und

LB

Mmusse

AM. Eade

zeigen in entgegengesetzte Richtungen.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

I

[ Ry |-

o 4 12/, '
> 2 2
| O sia(-6) coS(éO‘)J 0wy, 4, { RS'X__.[BRS}
~ A _ exdtr. :
osT O  SiaT 1 o o7 “oett
= pend L\.( Cf 21 20l
\_—'S;f\'[r O @sT J > O @, —1 ] (— RS} = [@ 233
e o 1= 0 o7\ [ © 07 % o
o 4 By, |04 o | T 04 % '
L% %2/ 1y Lo o =] 19 -Bg -y,
(190 ) R (60

\ <g 7o
1 0 o |[40 © 1 [-16 o T
© 4 O 0 1 s | = | o 4 72
L-.o o -1 :.1.0 g/Z /{/ZJ 0'@2"‘/2




Ubung X - Matrixtransformationen\

/..Sf N (A;‘w Lia-
g

: W A i
AL VN I/‘i"‘“‘"’z'é spi

VLT -2re(er £
- (1 0 0

M=|+v3/2 1/2 0

2) M= ; (11 0—05_ ;) 0 -1/2 V3/2
3) M = -8 (1) —01‘ (’) M = -(1) 2 ?
1 0 0 0 0 1.
iown
%*‘&‘ o) sm? 9
PVK BMII FS20 - Jack Kendall 1-( M‘.“%M é 47




Einschub:

A Joint Coordinate System for the Clinical Description of Three-Dimensional Motions: Application to the Knee
https://doi.org/10.1115/1.3138397

| 3

Describe the motion of the knee joint A

Purpose:
ensure that all three rotations have functional
meaning for the knee

How is it different than cardan/Euler rotations?

NOT an orthogonal system
Two segment-fixed axes and a FLOATING axis

-

Essentially, we must define the anatomical axes of
Interest from bony markers, the clinical axes of

rotation, and the origin of the joint coordinate
system for a complete analysis of motion

- One of many ways to quantify motion of two rigid
bodies

«{ lex: 0? /aW'!—J'f@:‘S

PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Ubung — Speerwurf (Serie 7.5)

Ein Athlet wirft seinen Speer, den wir als Massenpunkt betrachten, aus

der Handhohe von h = 2.40 m mit einer Geschwindigkeit von v =30 m/s Y,
] [] [o) = 2
und einem Winkel von 45° ab (g = 9.81 m/s?). 2 o (cosx y a) % v = /’1 . Vo't %

(a) Wie weit wirft der Athlet? — (Slact

(b) Wie wird die Bahnkurve des Speeres in den Kkartesischen

Koordinatensystemen beschrieben (Vektorielle Bahngleichung)? Sf S OV
Bodo.
(c) Der Trainer des Athleten steht am Spielfeldrand und betrachtet den =() - /l AV _L
Wurf aus einem Winkel von 60° (Drehung in y-Richtung). «—{& | —Y/ | Y - 2( I’)i + Vo 4—\/0 | \[
1. Wie lautet die gesuchte Rotationsmatrix? Efs) - Pt V2ay" 2ap + v A 2 . <\ L + I{\ o O
2. Wie sieht die Bahnkurve aus Sicht des Trainers aus? - = -5 +° 4+ vsin(Us ) -
— -2 |
- " c,os(ﬁbv 0 —51\4(,60> {,( :) _ +S?130 + J %30+ZJ'L — ‘-{"fZ/_5
) 1. P\/(J-G;O‘)': © A 0 _'_% —
im(60") © 3 (e0°) —
- snles) o cos(e0) «= 0T 4435 = VYA
2 ( A/Z 9 -*",-5/7_ 1/ v &:;' ‘E E) { = V-t 2
’ O 1 V) ,.I;: -Lz-)- V%‘L-(-L\ - 7(({7) ) ~ V COS(‘{S- )’é & /R
P (3/'2 O /l/z J O E((T): (\{(.@) _,/.L?tli—VSt\n(LLS‘G)‘L' +h
2
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Kinematische Kette

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik

w=2xf f=1T vy
e 2

IS

= e/

w

G = % =rw

s,v,a und @, w, o Konstante Lincarbeschleunigung oder

Winkelbeschleunigung
1 2
s—su+mt+§at
v =ug | 2a(s  sp)
1
s— sp+ é(t‘o t vt

1 + \/‘20.4 2asg + v('z,
a

Translation 4 Rotation um eine fixe Achse A
sp(t) = sal(t) +rapec(t)
vp(t) = val(t) + rapw(tley(t)
ap(t) = aa(t) | rapa(t)es(t)  rapw(l)’e(0)

Gausssche Fehlerfortpllanzung

af(z,y, z, ...
Afz = (MII"SO,V WAI)2+

dx
af(z,y,z,...)
(G—y!‘ Lo, yoAy)2+
af(z,u,z,... )
(.—(})—Z )lrz.rq,y:m A.Z)2 { .o
Kinetik
P—=M,v, L=Ju—rxP
dP dL
= W M= a =rXF

Schwerpunkt: Ry, — %
o Ma

1righeitsmoment: Jg — E m;r; s°
*

Satz von Steiner: J4 = Jgp + mda?
Eiin = 1/2mv? | 1/2Ju?
Er‘"l — -/F - (i-q

Reibungskraft: Fg = —uF,, = —uF -e,,
Federkraft: Fp = —kAx

-

}

Stosse
Gerade, zenbral, Leilelastisch
o = mvy + mav2 ma(vy — 12)Cr
my +my my + my
¢ T | mavg 1_11_1“(}.'3 ”l).g_[_‘

my + map my -+ 1y
Ty ma 2 v2
Al = e (1 ; | R -
2("“ ' "‘2) ('l 1'2) ( n
v, v
C==2_22 mit 0<CL1
vy — M

Koordinatensysteme

Polarkoordinaten(r, @)

de, ”
—_ W

dt o
(l(:o )
—
dt r

Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
s(t) = T(t)e,.(O(t)) + 2(t)ey
v =& =re, + rfeg + e,
a— (F — 0%r)e, + (270 + Br)ey + ey
Affine Transformation: x¢ = [“Ar] x1 +tr ¢
Elementarrotationen (negativer Drehsinn)
3 0 0
[Rs] = 0 cosa sina
0 —sina cosa

[ cosf 0 —sing |

[R,] = 0o 1 0

smfA 0 cosf
cosy smy 0]

|R:] = siny cosy 0
o 0 1|

-

— )

Kinematische Kette

Freiheitsgrade in 3D: M =6n - Y7, (6 [;)
Jacobimatrix (z.B. fir z, T, x3):

a0 9n 3Ly

dxy Jzq 1y

[ =| 323232

O, Dzz Ory
Zweikorperkette
Xp — licosay
Yp — l;sinayg
Xq = Ly cosag + I cos{ay + ay)
Yo = Lisinay + I sin(og + ay)

91



Kinematische Kette

[o mluoe Stafre I,L'G‘er L"’i

ol "

=D Lreiheitsgrade in 3D: M = 6n —
Jacobimatrix (z.B. fiir @1, a9, x3):
- O0f1 0f1 9fi

dxr1 Oxro Oxs

[J" _ dfa Ofa Afa
J dxry Oxro O3
dfs Ofs O9fs

8;‘171 81‘9 611’-3
/Zwelkorperkette
_‘er — /1 COS (¥q

)}D == § 1 Sin (Y1

Xo =l cosag + la cos(ag + )

Yo = l1sinay + lagsin(a; + as)

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

"DOF

W

T (6—f;)

Z2wams be'd;ﬂa%

0

3], |

-

—[1 (_'.1"1 COS &x3 — [2(({‘1 2R (,1.‘2) COS((Yl T (_'1,2)
—lyay sinay — la(aq + ag) sin(aq + o)

A
y 2unsche Jﬂ? wz(/Lsdn
4 >
v =Jq-a

—losin(aq + ) ] [ a1 }

—[1 sinaq — lasin(aq + as)

[1 cos vy + Iy cos(ay + an) [5> cos(ay + avg)

aQ = = o+ Jqaov

—ly(ay + ) cos(ay + an)
_[2(({1 - (1"2) Sill((.]']_ == (-‘-l'Q,)
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Beispiel Jacobi (Relevanz?)

Consider the mechanical system depicted in Figure 2. Let the vector of (minimal) gener- the velocity 1s then given by
. . T . .
alized coordinates be q = [a 3] . Calculate the generalized force vector Qp associated T i s
with the force Fs. . d —lhasm(a) — 1'2'43 sm(3)
e VA= (roa) = | Lhacos(a) — B cos(3) |,
ml Ve . l 0 ]
8 which can be rewritten as a matrix multiplication in the following way:
l - o -
e, ! - l —Ilysim(a) —lIs sm(}B) 4 0]
o A 2 mo va= | ljcos(ax) —Ilscos(3)] - [3] + |0
A 0 0 : 0
- -l v e
.............. Ja VA
€z
Fo This formulation allows us to read out the required quantities directly.

The generalized force Qs 1s then given by

7

Figure 2: Sketch of the system. il sl B B R [ Faly cos(a) |
= gl pe = | | s S A ol = | —rals
Qa=dy =¥ [—12 sin(8) —lacos(f) 0 % E: 21-5’05(-3)

Solution. The velocity of point A can be written as: : :
Remark. 1f we were to compute the generalized force corresponding to a torque, we would

va=Jaq+rva. apply the same procedure with the angular velocity w of the body.

Therefore, one way to obtain the Jacobian 1s to compute the velocity of point A as a
function of the generalized velocities and read out the matrix. First, we compute the
position vector as

1 cos(a) + Iy cos(3)
roqa = | lisin(a) —lysin(j3) |,
0

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 53



Xp =1[ljcosa; &K 4

. . Yp = [1sinaq
Aufgabe X — Kinematische Kette SN E Kg = fu o + laooa(e & i)

}rQ = [ysinaq + s Sill((l"l - = Ct‘g)

xg = [ cos(%) = LySia( P )
+(3Stly )

= — (98397 0.3 - Sin (“") 0 + s’q"(’ﬁ‘g> 055

= 0148

Vo = =Sia(e)ls + o5 (B)L, ¥ o3(f) Ls

= —Sia(33)02 @S (10°)0.4 + o5 (25~ )03

-

& ‘

®
(— v ——
PVK BMII FS20 - Jack Kendall .5 54



Kinetik

Grundlagen

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik
w=2xf =T v,-r%’.:rw
w 2

G = % =rw

s,v,a und 0w, o Konstante Lincarbeschleunigung oder
Winkelbeschleunigung

1
$= Sg+ vt + Qat2
v =va | 2a(s - sg)

1
s—spt -2-(vo + vt

w4 \/‘2as 2asg + 17(2,
a

Translation 4 Rotation um eine fixe Achse A
sp(t) = sal(t) +rapec(t)
ve(t) = va(t) + rapw(teylt)
ap(t) = aa(t) | rapa(t)es(t) - rapw(l)’e (0)

Gausssche Fehlerfortpllanzung

af(z,y, 2, -
Afz - (MIJ —~20Y WAT)2+

dx
af(x,y,z,...)
(0—y!3~ao,y yoAy)2+
af Lyl Zyann
(—(};‘z—zlrzro,y:m AZ)2 5 N
Kinetik
P — M,vep L-—Ju—rxP
dP dL
F = E M = a =X F

Schwerpunkt: Ry, — %
o« Mg

Triigheitsmoment: Jg — E mir;_sz
*

Satz von Steiner: J4 = Jgp + mda?
Eiin = 1/2mv? | 1/2Ju?
Er‘"l — _/F - (i—q

Reibungskraft: Fg = —uF,, = —uF -e,,
Federkraft: Fp = —kAx

Stosse

Gerade. zenbral, Leilelastisch
o T +mavy ma(m — 12)Cr

my + my my + my
¢ _ T | mava  my(va  v)Cgp

my + map my -+ 1y
Ty ma 2 v2
Al = e 2 1-C
2(my + ma) (o w2)( -
'I
c=2 mit 0<C<1
LAl

Koordinatensysteme

Polarkoordinaten(r, @)

— T wey
dt

deg

—
dt r

Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
s(f) = r(t)er(0(t)) + z(t)ex
a— (¥ — 0r)e. + (270 + Or)ey + Zey
Affine Transformation: x¢ = [ A ,,] X+t .0

Elementarrotationen (negativer Drehsinn)

[Re] —

I”v] =

|R:] =

) —sina cosa

1 0 0
0 cosa sna

[ cosf 0 —sing |
0 1 0
smfA 0 cosf

cosy smy 0]
-siny cosy 0

-

0 0 1|

Kinematische Kette

Freiheitsgrade in 3D: M =6n - Y7, (6 [;)
Jacobimatrix (z.B. fir z, T, x3):

[ =

Zweikorperkette

dxy Jzq 1y
8!-) 3fa 8!2

dxy Oz3 Oxy

.Xp = l] COS )y

Y’J = llsiuul

XQ = 1, cos g +lQCOS(Q| +02)

YQ = lysinay + I sin(ay +02)
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Kinetik - Ubersicht

AS S ds
At dt
A / \ V
F=ma det> P=mv
s F.ds \/J?-clv
—IFAS =¢Mald Eu. _ A "
E = Mavl* -
sk

ETH:zurich

E":A.-. 42-0")2

Newhon - Eules / [nuesse. Dynasics
[M‘m\s‘ﬁ lh-“'wﬂa.

Lagrange /€ M’Zﬁﬂ T

O 0/ cd
=Cx'P J"H dt \l/ ':]
& > L:Jw & M= ‘%‘.’rJu <
[JLde | -fwas
Eot =Mp



Kinetik — Formelblatt

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

P=Msplsy < L=Ju=rxP

4P L
F — E—> M=——rxF
dt dt

T=r X F
=rXp

=

https://en.wikipedia.org/wiki/Angular_momentum

S7



Kinetik — Formelblatt

) 4
s 'Em> Eht

L

SChW@l’Punkt: Rsp B q Ma Bkin = 1/ Imv? =k 1/ 2Jw? ‘F AS —5 '=O
5 i R . > vl ﬁ’d
Tragheitsmoment: Jg = Z m;ris’ Bt = = / F.ds —
i .
Satz von Steiner: J4 = Jop + mda? = G }

Reibungskratt: Fp = —uF,, = —uF - e,
Federkraft: Fr = —kAx

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 58



Tragheitsmomente

Annular cylinder : S

Hoop about olid cylinder

central axis (or ring) about (or disk) about
central axis ) central axis
" L
= MR® (a) (6) (c)
Solid cylinder Thin rod about Solid sphere
(or disk) about axis through center about anv
central diameter perpendicular to diameter
length
L
(d) O . (N
Axis
Thin Hoop about any Slab about
spherical shell diameter perpendicular
about any axis through
diameter / center
I= %MRZ (g) F= %‘WRQ (%) |‘QM(a‘!+b2) (2)

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung Xl — Tragheitsmoment

Prob. 17-9

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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2 Tragheitsmoment: Jg = Z T <2
J = 43‘4‘- S
O

. o 2
2 Satz von Stemer: Jy = Jgp -~ mda”

Ubung XlII — Tragheitsmoment

If the plate shown in Fig. 17-6a has a density of 8000 kg/m’ and a
thickness of 10 mm, determine 1ts moment of inertia about an axis
directed perpendicular to the page and passing through point O.

, 2125 mm (3 r?—)L
250 mm-—. ,/(," a F_r (f

' / ALS nrer

’_ -
3/() Thickness 10 mm D
®

250 O O

(a)

-
i —fzw’

-

p R — v
jo,o ~ Jo + Mgles MD:EVD_ 5 (‘ﬂ'raz L\) 3 = 3.427 LB‘
, e -0 _ A2G (> -
= AS5-371 La, k}

L
= hmols i,

L

)+ (1534 fpasy = 0.276 Ly’

_ A5 2) 025~
= 2( 741 &)(025

= A Y23 g ~ 2
R ?S j’} Zi j"c; i JO'D ’Ja,la - A‘Z [C ’M

(={D, k3 —
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4000 "5'— — > >S5 X

Ubung XIV — Kinetik FS18 — X
Das Tram 9 ( 2"(0“”

m = 40000kg

) fahrt mit einer Geschwindigkeit von

A
v = 20km/h [ N 2. b 40“‘(—‘

10m X = AOwm -S

vor der Haltestelle "ETH Hauptgebaude" plétzlich eine Notbremsung eingeleitet werden muss. Wieviele Meter von der

als

Haltestelle entfernt bleibt das Tram stehen, wenn die Bremsen eine konstante Bremskraft von ( 6‘;
R~ z.
kN t = A ) EQA + 72
240 N
bewirken? _ ~2H \ * = O
< oo e St e St Wt = = Eeds =~ - A
Anmerkung: nehmen Sie an, dass die Strecke keine Steigung aufweist /Z.M \] — r’g 3,

[ rp
J J S N‘
mx = —240LNt +V, \ = 40k S«
mx = ~24ONE *’Voé”’?/ ¢ = A M(sgg@) ) S im
z Z40‘%600 N

] z
X‘ é xz/(O——Z.5'8= ;L[ZVV‘
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Ubung XV — Dynamik Massenpunkt

2.2 A block of mass m slides down a friction-
less incline. The block is released at height h abo-
ve the bottom of the loop, with neghgible velocity.
What 1s the work W done by the reaction force Fy
exerted by the track on the sliding block, when the
block reaches point B?

(b) W =mgR(1 — %)
(¢) W = mgh
(d) W = mgR¥2

(e) W =mgvh

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XVI — Dynamik Massenpunkt

2.2 A block of mass m slides down a friction-
less incline. The block 1s released at height h abo-
ve the bottom of the loop, with neghgible velocity.
What 1s the work W done by gravity F; = mg

exerted by the track on the sliding block, whes=the 5

(a) W =0 -

mgR(1 — /;)

@ |

pi———
0

S—
-
—

magh
(d) W = mg]?%_@

(e) W =mgvh

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XVII — Dynamik Massenpunkt £
R s
2.4 A block of mass m shides along a rough
inchned plane with kinetic friction coefficient g, X
where a indicates the inclination angle. The block .
1s given an initial velocity vy at time ¢y directed .

down the inchine. How much time ¢, does the block
need in order to stop?

o
g(pcosa — sina)

o~
w
|

Vo

g(p cos a + sin )

| oo
SY— mx = 2LF

(pesina — cos )

Y 7 vo . i,\b( - YW\
(d) t, F'K + S 3

g(H SIn @ + COos a)

2

Up

(e) s = g(psina + cos ) — ___NF.N t S'AOL' Ma’

¥ Sia0k: W\é,

— __,,\C,DSK-V‘%
K = z(g?mx—/uc©sx) % (es)=v(£5)=0

, — Vo
— J‘ko{{; = X = Ca/(Sfl—\K" MCDSOQ)‘t +\/D / 1% 4 'es = %(S'MO( ,_Mc_csp()
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Ler MQM{/V\"'U‘:‘; . PQJ/\‘ / —
Ubung XVIII — Dynamik Massenpunkt waulo\r pomatntin 2 Dicdaimpuls L= ] w

‘Lo? T &> V
3.2 A ball of mass m 1s attached to a string of length L. It B T
18 being swung in a vertical circle with enough speed so that the f
string remains taut throughout the entire motion. Assume that

no form of air resistance 1s present. ;

Which of the followi ' ? l O?\ﬁ/ ) sV
1. ich of the following statements 1s correct” @ .P 1 / U‘JQ%/:’/\
X( a) The linear momentum is conserved. e -/_h" 7 {/ / N sob
\/( b) The angular momentum 1is not conserved 0 -‘,l‘ O LD& _rg&'\ VV\?S g o z
b4 (¢) The magnitude of the angular momentum remains Constant but direction changes. a

(d) Angular momentum is zero. I\ j ”J r? N{:O(D - Ma— J

(¢) The damette energy is constant. E-{;.cb - Ekjn I EP‘S&; %

~ —yn
2. At the top and bottom of the vertical circle, the magmtude of the constraint force on 8
the ball 1s N, and Ny, respectively. What 1s the value of the difference Ny, — Nypp? N to ?

— 'F + - -
(@) Npot — Neop = Smg. %Ol’/: =13 N Set NboP = Triet M& (E M)

1
e

-l'\rbot. - A'\rlop — 67-ng. ) 'F. 2 y A

T r - = ‘:'CK M :VbO" ™ +‘M —VﬁOP
o M, Lo gy it
(d) “\bot =~ zop = _‘)'Tn-g. L[ L = C\) WA A vz V‘L

/ o = ok o +
N S S S Vag) g
Vbat
L~

I
— T W

=qdxL
PVK BMII FS20 - Jack Kendall Vba‘E' 8




Ubung XIX — Dynamik Massenpunkt HS18

Ein Mann (my = 80kg) fahrt auf seinem mg = 2kg schweren Luftkissen-Schlitten einen Berg mit einer Steigung von
s = 21" herunter. Berechne die Beschleunigung die dieser Schlittenfahrer bei seiner Abfahrt erfahrt, wenn der
Gleitreibungskoeffizient k = 0.07 betragt.

= —F&-FSEAD(M%
= —H]_\ .\,Si\/\(d\)v\/\‘a /

~ N

K = Sin(Z/t")g a/\AwSCZ”O)SL B 3(0”3) fg((?‘

T,= COS(x) MOo[

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XX — Dynamik Massenpunkt

2.3 A block of mass m slides down a friction-
less incline (see Fig.). The block is released at
height h above the bottom of the loop, with negli-
gible velocity. At what speed vg = |vg| does the
block leave the track at point B? h

(a) vg = \/‘Zg [h. — R (l - %)]
vB = V/‘Zg h—R(1-4)]

/

(c) vg = V'mg :h, o (1 2 . ﬁ)
(d) vp = \/'mg :h = (1 _ —1,3)
(e) vg = \/ng [h — R (1 _ y)’_i)]

70
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Kinetik — Impulserhaltung

StOsse ey

Gerade, zentral, teilelastisch, a-“’t‘H'
miv; + meove  me(vy —v9)Cp

/
'Ulz

mip +— ma my + Mo
L v T (voa — v1)CRr
’ my =+ may my + Mo
1M171719 |

Uz—'u'l'\' nach olewn SHess c e LO,"]
U2 — V1IN VoSt C(Mn ‘vss

=0 \ C=1 : ideal elash'sda

ludﬁslﬂsct\ (» E wz,{,w\.a \l-wa, @

®€:
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Ubung XXI — Impulserhaltung

&
b)

{ .
Bei zentralen’Stéssen liegen die Impulse der Stosskérper auf der Stosslinie

Beim ideal elastischen Stoss wird keine Energie in innere Energie umgewandelt. \/
LlzA v alz0

Bei glatten Stéssen findet die Impulstibertragung entlang der Stosslinie statt \/

Bei inelastischen Stossprozessen gilt die Impulserhaltung V

le=d  —h— Caalyleestmthany e

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

72



Impulserhaltung

pe¥

Stossnormale

BerUhrungsebene

Stossnormale

sk

g P\

Berihrungsebene

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Stossnormale

GUuAQ..
Exzentasch

Beruhrungsebene

Stossnormale

Beruhrungsebene
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Impulserhaltung

Schief, exzentrisch

Geschwindigkeitsrichtung mind.
eines Korpers liegt nicht parallel
zur Stossnormalen. Stossnormale
geht nicht durch beide
Schwerpunkte.

Schief, zentral

Geschwindigkeitsrichtung mind.
eines Korpers liegt nicht parallel
zur Stossnormalen. Stossnormale
geht durch beide Schwerpunkte.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Gerade, exzentrisch

Geschwindigkeitsrichtungen der
beiden Korper liegen parallel zur
Stossnormalen. Stossnormale geht
nicht durch beide Schwerpunkte.

Gerade, zentral

Geschwindigkeitsrichtungen der
beiden Korper liegen parallel zur
Stossnormalen. Stossnormale geht
durch beide Schwerpunkte.
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Impulserhaltung

Glatter Stoss

Ein glatter Stoss liegt dann vor, wenn die Stosskrafte in Richtung
der Stol3normalen wirken. Reibungskrafte werden dabeil

vernachlassigt.

RouweS SfoSs

Hingegen liegt ein rauer Stoss vor, wenn die Reibungskrafte nicht
vernachlassigt werden und damit auch Stosskrafte in der
Beruhrungsebene wirken.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XXI — Impulserhaltung

5.2 Consider two particles A and B of negh- /
gible dimensions and masses my4 and mp, respec- % /
tively, moving freely with velocities v, and vy on \ .
a smooth, horizontal plane. They collide at a non- \X/C-'
zero angle at point C, as shown. The impact forces £
are only aligned with the contact direction, 1.e. no 7 N
tangential impact forces are developed during the Va s NP
impact. Denote with €the coefficient of restitution

(0 < €< 1). Which of the following statements 1s

mpg
correct?

The kinetic energy is conserved for any € ( C= 4)
The kinetic energy is conserved only if €= 0.

)
)
Vv 0
) The linear momentum of each particle is conserved. V 4
)
)

[aranf  rmomresstumn 2 livees ‘:Mf”(>

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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mqivy + Mmove  me(vy — v9)Ch

)
!/
Lﬂ“‘!M U] = =
ﬂ my + Mo my + Mo
miv1 + mov9 mi(ve —v1)Cr

!
- My + Mo mq + M»

Ubung XXII — Impulserhaltung

e M17119 o s
AU = — (v1 — v2)2(1 — C3)
: 2(my + ma)
6.2 Three particles of equal mass m y O ; ;
and. 1’vlegligible di'mensions are at rest in the + V. = T4 + 1
position shown in the figure on a smooth o D T
curvilinear gu?de l.aying in a vertical plc?mne. 2 . = /L m \/2’ 4 L\ :b V = Z Ls
The first particle is released from a height MZ« 2 4 J
2h and then impacts the second particle i 7
with a perfectly melastic collision. After .
' el i ol R oy, mO_ o Y _ 5L
the impact, these two particles slide down and collide with the third particle. The coefhi- '\/ = 1 — —
cient of restitution of this last impact is € What 1s the maximum height hjy; reached by 1 y\v+ N1 2~ z

the last particle? Assume that the particles never detach from the guide.

@hu = hs(l +e)°
M= Kellision A T,+V, =T, +V 1

‘ 9
(T
4
(c) hpy = h.g(l +¢
4dm
(d) hy =2h(1+&)°
(€) h =i ®

9
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Mty + move  mo(vy — 19 )Ch

P~
—
ek S

mi + Mo my + My

mivy + move mi(ve — v1)Cpr

X
Ubung XXIII — Impulserhaltung — PR R
1 2 1 2
\ #» 3”:—"" / A= 2(1: ilrfng) (v1 —v2)*(1 — C})
A B :

b ™~
|

1.8 (2 points) Two particles A and B nade Kollisien: . - Ve — VA
collide with equal and opposite velocities Vg —Va
of magnitude v on a horizontal, frictionless ,:\, (, S ‘EPO{—, = Eu —“ —% 12
plane. Assume here a perfectly elastic im- y T . _ Pf \/k/z
pact, i.e., e = 1, where e is the coefficient of b ——l>° v 9&5—: }ﬁ - / l’\l‘& Vl(s
restitution. What is the ratio ’:—‘ between 13 L
the heights reached by the two particles af- : \
ter the impact? Ng —V Vo & M, V V., —\
0(2,0\-{ Q/CG\S‘{’;SQ‘A C= - A«-:/I V) = il °- "‘MA[ ® k)*
hy = \’B"VP: 5 Mpt Mp &1 2
(a) — =1
h: l ( - _\f—V
2 M\/B—\/A—’-\/G’Vi\ | =%V+3?'{(\/) _ =V
h;] B ¢ (A)
(]))E_O V.=V \/3::»\[ = VE"VA/ZV VL{")’(( v “
A = — ~Y%) =
(€) /o T 70
C) — =0
| : I OO
ho 3 = V! (2 Wy — =
(d) 725 MV _zw\/ PN ‘1’3“‘4\/% ( ) A /O
2 2

C , \\ ﬂ.l‘c/(/bVL
2B " regte A
3 v@ = 6 3£ %

Ve I,
L\g' 5_51; —=D /i-/LB \

(e) None of the above @)_7 (2) /. = O
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Ubung XXIV — Energieerhaltung

Zur Vorbereitung der Prtufungsendfeier rollt Alex ein Bierfass (Masse = 63.5 kg, Fasshéhe = 532 mm, Fassdurchmesser = 408
mm) von der Lastwagenladeflache (H6he h = 1m) Uber eine Rampe auf den Boden (H6he = Om) hinunter. Wie schnell ist die
Translationsgeschwindigkeit des Fassschwerpunkts

(%)

am Boden, wenn die Winkelgeschwindigkeit auf der oberen Ladeflache konstant
wy = 0.25rad/s

betrug?

Nehmen Sie das Fass als homogenen Zylinder an. Tragheitsmoment eines Zylinders mit Masse

m

und Radius Mq"? 4

y, 1
L+ Amv) + ZJeo, =

um seine Symmetrieachse:

VT b e g

g
PVK BMII FS20 - Jack Kendall -\1 3



Ubung XXV — Energieerhaltung

Sie schnippen eine Munze mit ihrem Daumen senkrecht in die Luft. Sobald die Munze den Daumen verlassen hat (kein Kontakt mehr) erreicht sie eine zusatzliche Maximalhdéhe &
bevor sie wieder zu Boden fallt. Dabei rotiert sie gleichférmig mit w = 6rad /s und gleichbleibender Rotationsachse. Berechnen Sie die durchschnittlich wirkende Kraft wahrend der
Interaktion. wenn die Interaktion zwischen Daumen und Minze Uber eine Distanz von £ = 3cm stattfindet. (O

Nehmen Sie die Bewegung der Miunze, die Bewegung des Daumens. und die Interaktionskraft als rein vertikal an. %

Maximalhéhe = 30cm
Masse der Munze = 4g
Tragheitsmoment der Miinze um die Rotationsachse = 1.44 x 10 "kg m "2

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 82



Energieerhaltung

- = ~[M-d
= L= —S(F(Xg E/cl‘qn> = P?.Jy Eretf ’[: O("L":D Efe*'é f (#
Te -0 N
A MVZ = //(JUJ? — MCb
— w1 l’\' = 2 Z
”D%KAX.Z
V. W 1 !
' 4

Sl:cd" > ﬁI¢>< dx
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Lagrange

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

a9 "'E\sz\
VR

Lagrange-Formalismus
L= T(q q.a t) o V(Q*Q~t) T

dt \ 9g.

d(aL)_(@):Odt » A Gb&cﬂm& PO 1"
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=TV, ale)-(5)-°

Eoot,F = %mez dew‘

Ubung XXVI — Lagrange

Das Abfedern des Kérpers beim Gehen kann in erster Naherung als eine mathematisches Feder mit der Federkonstante k, der aI
Masse m und Auslenkung x beschrieben werden. Bewerten Sie ob folgendene Funktionen gultige Lagrange-Funktionen fur
dieses Problem sind:

. T v
\;V\‘UB‘Q’ LJJ PR\ )70 :
\/ )J r~ Daﬂ\?&wﬂcr L= E{:f’a\w\5 *%' ~ Feet

L(z,z) = %md32 — S kx? + 3mkiw

s ke

) A
T, L) = = a( %LE
\/ [(z, ) ;mzbz %k_ ;kmz 2

(n Aose. Modi M |
M urle F VeSnoch (oSS tj,YL
s 77 J
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Wann Newton-Euler/Impuls oder Energie (Lagrange)?
X = ST

N&JW’E‘L‘/[V\AMS Emzsaiz, [Acbeid

’ gewe&waw it s ° vaesagtwlxa”w‘a
Veslus te I eSGL ’(—’e_a(}f/ WJ
o Louwp Lot

& 81[5552,




Inverse dynamische Analyse

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Lagrange-Formalismus

. it 1f(q,t
L =T(q,q,t) — V(q,q,t) 1 Lf((;)

d [ dL aL\ 0
di \ dqk i

Energie des Mehrkorpersystems

mit W als Leistung
Whas aktiv = M - w

u{.li,pn.«iv =R-v

AE, < S AU
— 2 Wgri+ ; Wat,i — AL

Al

Inverse dynamische Analyse

mit R als Reaktionskriifte

2D: Joor = Moy + Maa+ 3 (Rei-leg+ Ry 1)

Muskelmechanik
Hillmodell, mit Muskelkraft

v I'ob — av

F(v) — Fo — (I'o +a)

L(v) = vF(v)

0w - 2 (1+ 22} w+)
2 l‘u
Huxleymodell:

v+b  v+b

v(t) - n'(x,t)

d"f;‘) = [(x)[1 — n(x, t)] — g(z) - n(x,t)
ii(x) ”Tfflm isometrisch

Muskeloptimierung

N
J = (Fy, Fyy. o FN) = MM — Y hi - )
i1

Harmonischer Oszillator
miyj — —ky + mg

Euler-Gleichungen

Fiir rotierende Starrkérpersysteme:

dv.
R = m(Tl‘r + Wy vy — Wi ty)
dv,,
Fy, = m( dr b wWaty — Wet:)
1,
P = m((d;t‘ + Wety — Wyvy)
dew.
J"Ix — -I.td_t.r + (J; v, cjy)w!lwz
dw
M=% —-(-]-;4 t (Je — J2)watwy
fw,
M. /‘T + (Jy — o Jwtoy
di

.’/(t) = Ay sinwt + Az coswt 4 {_1,
w2

Ubergang Laufen-Gehen

r(t) — lp+ ™ in (wt) + %(rm (wt) —1)
w W
Alpor — lo(1 —sin (ag))

Hilfsgleichungen

Quadratische Losungsformel

012+bz+c—0 —>

b+ Vb — dac
2a

r—

Sinus- und Kosinussatz

a b ¢

sincy sinb  sine

b =a® 4 2accos ()
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-1
Inverse Dynamics A

f/ el gﬂ\./e:%ffz :t:‘ ola ool

Inverse dynamische Analyse
mit R als Reaktionskratte

2D: Joo = M, + Moa+ Y (Rui-loi+ Ry ly:)
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Ubung XXVII — Inverse Dynamics

1.12 (2 points) The pendulum shown in the fig-
ure swings on a vertical plane. Denote by R the

magnitude of the constraint force 2. Which of the
following statements i1s correct?

-./S‘""'—HSC'L

N R = mg cos @ always. . L
VLa VAA v Q (%
N R > mgcos 0 always. d 0{

fulse
% R < mgcosf always . 7~
@ R depends on the motion 6(%). ¢

> wa_ws@ )ﬁ

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Jac

Ubung XXVIII — Inverse Dynamics

Write down the differential equation that governs the motion of the seesaw. You can
derive it from either Newtonian mechanics or energy conservation principles. Assume that
propellers generate forces Fy and F5.

W s Lt

ta

Figure 1: Seesaw with attached weight with mass my, and distance from center £y

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XXIX — Inverse Dynamics

A disk of mass M and radius R is free to rotate about its center of mass
(O, as shown in the figure. A cable connected to the block B of mass m is
wound tightly around the disk. Assume that the mass of the cable is neg-
ligible. The centroidal moment of inertia of a disk of radius R and mass

M is I = $MR?* Which of the following equations of motion is correct?
-
(a) %\[sz) +mgRcosfl =0
(@ (%‘2 HTHR?) 6 + iy R = 0
(¢) (7MR?*+mR?) § +mgR (1 +cosf) =0
(d) sMR* + mRO — mgR (1 + cosf) =0
(e) %UR29+ mgR =0

91
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Energie des Mehrkorpersystems

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Lagrange-Formalismus

L =T(g,4,t) — V(g,4,t) 4

d [ dL aL\ 0
di \ dqk i

dt

df(g,1t)

Energie des Mehrkorpersystems

mit W als Leistung
Wharaktiv = M- w

u".li,p:mciv =R-v

AE, « - AU
Al - Z "v'R.! + z]: “"J‘f,] o= -Kl—

Inverse dynamische Analyse

mit R als Reaktionskriifte

2D: Joo = Moy + Mea+ Y (Rl + Ry~ bys)

Euler-Gleichungen

Fiir rotierende Starrkérpersysteme:

, dv,
1‘:1'. — 7"(7 + Wy ty — w.‘:vy)
dv,, .
Fy, = m( it b Waty — Wet:)
v,
R m((d;t' + Wty — Wyty)
dew.
M, = de—; + (I — Jy)wyw,
dw
M, = .I,,-(-]»’-!* t (Je — Jz)wtwy
L.,
M. ;‘T + (Sy — S )wztoy
dt

Muskelmechanik
Hillmodell, mit Muskelkraft

v I'ob — av

Flv) — Iy — (I +a)
L(v) = vF(v)

('2(“) - g (l + 1"(1’)) (l-‘ +b)

v+b  v+b

v(t) - n'(x,t)

2 ko
i llgx(leymodell:
?"'_E;f.,:_) = [(x)[} — n(x,t)] - g(x) - n(x, )
- /() o
ii(x) 7@ + @) isometrisch

Muskeloptimierung

N
J = W(Fy, Fay o FN) = MMyt — Y by~ F)
il

Harmonischer Oszillator
miy — —ky + mg

y(t) = Ay sinwt + Az coswt 4 {—1,
w=

Ubergang Laufen-Gehen

r(t) — lp+ ™ in (wt) + -q—z(m@. (wt) —1)
w W

Alpor — lo(1 —sin (ag))

Hilfsgleichungen

Quadratische Losungsformel
ar’ + bz +c—0 —>

b+ Vb — dac
2a

r—

Sinus- und Kosinussatz
7 b ¢

sincy sinb  sine
12 - 2 ,2 . > ~ '}
y* = a” + ¢ — 2accos ()
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Energiefluss

Energie des Mehrkorpersystems

mit W als Leistung — # ﬁ:‘" [/5] /Vﬂow*

” M aktiv — M- w SLQ (a(r‘)/bdf’kd"
. ., N Lk H
i _ in +z\:w;:j AAI{ « AW = Z’me Z' Weut

aW <O Brsre wird
nutzbare Leistung o. Energie _ V"JF:OL\M

gesamte Leistung o. Energie

Antriebskraft Widerstandskraft
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Energiefluss

F-v
4
Pip = FxpVip + FypVyp

P.g =FxdVxd + Fyd Vyd
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Harmonischer Oszillator

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Lagrange-Formalismus

. S 1f(q,t

d [ dL aL\ 0
di \ dqk i

Energie des Mehrkorpersystems

mit W als Leistung
Wit aktiv =M -w

pVll.,p:nssciv =R-v

AE, < - AU
[ —_ Z WR, + ; WL{':’ p— -'A-—[

A

Inverse dynamische Analyse

mit R als Reaktionskrifte

2D: Joo = My + Mea+ Y (Rl + Ry 1y )

Euler-Gleichungen

Fiir rotierende Starrki)(nl’persystmne:
s

e = m(w + Wy vy — Wy vy)
dv,,
ry —_ '"l.( (]f { [ w;-u:)
du.
F,= m(d—t' + Wty — Wyty)
de,
J""x — J'cd_t.r + (Jz g Jy)w!Iw;g
dw
M, = J,—= Jy — Jz iy
y .I (]’ { ( ~ ‘) Au
fw.
M. .l:(Tr“ + (Jy — S Jwewy
di

Muskelmechanik
Hillmodell, mit Muskelkraft
v Iob — av

F(v) — Iy — (I'o +a) v+b  u+b
L(v) = vF(v)
Qv) = 5 (l + %)) Gk
Huxleymodell:
Met) 1) — e, )] - o) () — 00 -9 (z,1)

ot
| f()
= i

isometrisch

Muskeloptimierung
N

J = (Fy, By, FN) = MMy — ) hi- F)

(R |

Harmonischer Oszillator
miy — —ky + mg

y(t) = Ay sinwt + Az coswt 4 _'f_z
w

Ubergang Laufen-Gehen
r(t) — lp+ % sin (wt) + %((‘0& (wt) —1)

Alpor — lo(1 — sin (ag))

Hilfsgleichungen
Quadratische Losungsformel
ar’ +br+c—0 —>

b+ Vb — 4ac
-
2a
Sinus- und Kosinussatz
a b C

siney  sinb  sinc

b = a* + ¢* — 2accos (f)
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Euler ¢ ’I/ :)’

X COr
Head
Euler-Gleichungen \
) : , ) L
Fiir rotierende St.arrkocll‘persystemo: X
Vg .
— M it (Wi Ve — WV ¥
Z‘ Er ITI.( d¢ - Wy Uz ‘__'ly) L =J‘ L\(S:yl/\
v - - -
Z Fy = 772.( 2 ;ty F W,V — Wy 1;3) ( VT w
C
My =0

duv, o o K~
R gl = 3,524 ()
dw., M?” 8’ ( ot %

75 Mp=Jo3 + (J — Jy)wyws

dw,
Z IViay — Wy | S N T — O
My =y dt (Jz — Jz)wzwa MZ
.
L' M. = 152 4 (J, - To)wsy

= ot

https://www.youtube.com/watch?v=NeXIV-wMVUKk
https://n.ethz.ch/~stiegerc/HS09/Mechanik/Unterlagen/Lecture19.pdf
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Ubung XXX — Euler

The 5-kg circular disk is mounted off center on a shaft
which is supported by bearings at A and B. If the shaft is

rotating at a constant rate of @ = 10 rad/s, determine the 100 mm

. ; : - S 3 100 mm -— 100 mm
vertical reactions at the bearings when the disk 1s 1n the .

5 3 D4\ 20mm; G
position shown. Al == : | B

rad _
Ox=0, W0y= -0 W= 0

C _

2.\'\'{17:‘—’ O=0 Z,]:7=O:Q / 40 ,:
7, =gt Tyt = g+ oiUn Wy 2

_ 2
— - M — 9 (0-02“)>
g $25,7 = (7)o o> B =T ;(—%M |

= A91=2 IV o8
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Harmonischer Oszillator

my = —ky + mg

y(t) = Ay sinwt + Az cos wt

.= 'w‘*—f I vV~ X
7&- kmy \((: 2'{;’ Gﬂ-

?\N‘ane.aU'ﬂmaWs QA\AS-QAEUV‘ ...
?([é'—o)= e, y(f-’—{-;)f. ..

dy o)z, yER)Z

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Harmonischer Oszillator

L contact RS aerial
- phase  ~ phase

o .

AN

T} =N

my = —ky + mg
| | g MASS .
3/(1‘) — 441 sin wt + 442 cos wt It 5 SYSTEM 7L Iy
. y my = —Ky + mg my = mg
3 Gleichungen fur 3 Unbekannten: — N
¢ Al: Amp“tUde S|n R A M ’m/,—"" e
+ A,: Amplitude cos g T I
» w: Frequenz k i""
L
Wzl % [
A Flugphase Kontakt Flugphase
Flugphase: Kontaktphase:

"(5)- (o)
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( ?’X ) — k(o — ( cos(a) ) |
B.y "°l Sln(Oé)

Vogl, Schitz FS 2019 547



Ubung — Harmonischer Oszillator (Vorlesung)

Ein Kind hipft mit seinem Hupfstab (mges = 30 kg) vertikal am selben Ort auf und ab.
Am hochsten Punkt der Flugphase befindet sich der unterste Punkt des Stabes mit 3

entspannter Feder 20 cm Uber dem Boden. Um welche Distanz ist die Feder zum 7&

Zeitpunkt t = 0.2 s der Kontaktphase (also nach Auftreffen auf dem Boden) komprimiert,
wenn die Stahlfeder im Stab eine Federkonstante von k = 3000N m™' hat’?

- N cos {{—-5’ ¢ —_ /, ‘ ~ za
YL_\_)- A si wt +6 0 W Y(D):P"f( l/\- — z‘yc‘% D= AD rﬂ
Y(0) =241 = 4484% ’

d .
&%HMW A% \/[‘é 027) NS Am{wwsjsgw;

% - 0-098m
yl€) =... ~= ylo) = Bees(0) * & = O B - E=-C

UD

(£) - ﬂwc,es(w‘(:) %wgw\(oo%)
Y
o \(0) = foo= o b A- L 0A8 w
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oy = —ley Ty ylo)=0 et ks 300 G

Y[O'z) 0448 Sm(’m ”1>

—0-09% ces (100 02)
Rl 4 9,078

— ) -3219 ~
—
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Muskel

Muskelmechanik,
Muskeloptimierung

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Lagrange-Formalismus

d [ dL aL\ 0
di \ dqk i

Energie des Mehrkorpersystems

mit W als Leistung
Wi aktiv = M- w

pvll.,pnssiv =R-v

AE, & . AU
T z': Wgi+ z}: Wat,i — AL

A

Inverse dynamische Analyse

mit R als Reaktionskrifte

2D: Joo = My + Mea+ Y (Rl + Ry 1y )

Euler-Gleichungen

Fiir rotierende Starrki)(lipersysteuw:
s

e = m(W + Wy vy — Wy vy)
dv,,
Fy, = m( it b Waty — Wetz)
duv.
= m(d—t' + Wty — Wyty)
dew,,
J‘v”x — J'c _dt.r + (Jz > Jy)w!lw‘;g
dw
M, = J,—= Jr — Jz iy
Yy v d’ { ( P ‘) ‘w
lw,
M. .lz(Tr“ + (Jy — S Jwewy
dt

Muskelmechanik
Hillmodell, mit Muskelkraft
v Iob — av

Flv) — Iy — (o +a) = e
L(v) = vF(v)

Q(v) = (—; (l + M) (v+0b)

Fy
A Huxleymodell:
- "f;‘) = f(x)[1 — n(x, )] — g(z) - n(x,t) — v(t) -n'(z, 1)
n(x) % isometrisch

Muskeloptimierung

N
J = (Fy, Fyy ..., Fy) — MMy — ) hi - F)
P |

Harmonischer Oszillator
miy — —ky + mg

y(t) = Ay sinwt + Ag coswt 4 _‘1_2
w

Ubergang Laufen-Gehen
r(t) — lp+ r:(, sin (wt) + %((‘0& (wt) —1)

Alpor — lo(1 — sin (ag))

Hilfsgleichungen

Quadratische Losungsformel
ar’ + bz +c—0 —>

b+ Vb — dac
2a

r—

Sinus- und Kosinussatz
a b ¢

siney  sinb  sinc

b = o | o 2{1.{3(‘05(.’3)
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Muskel

Muskelmechanik
Hillmodell. mit Muskelkratt F p }(IUX}?YIHOdGHI
v F()b — av IN\T, T - / |
Fly) = Fa— (I | — = f(z)|l —nl(z,t)| — glz) -n(z,t) —v(t) -n'(z,t
(v) = Fo — (Fo +a) —— = 70— or— = L=, 0] = (a) e ) = o0) - 1)
% | 4 (l) | nlx) = flx) 1sometrisch
-5 (1+ %) e+ )= Fo) + 9@

F("wq"\ =0
/7‘|’l~¢,bf\b¢/ U.meaw
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Muskel

Muskelmechanik
Hillmodell, mit Muskelkraft F Huxleymodell:

71 b_~ (__) BT ’ g
F(v)=Fy— (Fy+ a) - —ll- g = FOF - bal ng); ) = f(x)[1 —n(x,t)] — g(x) -n(x,t) —ov(t) -n'(x, 1)

/ o) = - (1 F (l')> (v + b) n(x) = "f (@) p isometrisch

) = —
Qv) 2 - F f(z) + g(x)
F(Umax) =0
¢ |n der Biomechanik das meist benutzte Modell. * Erlaubt die Beschreibung der Kraftentwicklung fur jede mogliche Ausgangslange
e Kann auf den ganzen Muskel-Sehnen Komplex angewendet werden, falls und Verklrzungsgeschwindigkeiten des Sarkomers.

angenommen wird dass alle Fasern den aus dem gleichen Fasertyp bestehen, die » Dje Entwickelte Kraft hangt von der Anzahl der gebildeten Querbriicken und der
gleiche Lange haben und im optimalen Langenbereich bei maximaler Aktivitat Auslenkung der Bindungsglieder ab.

arbeiten.
* Die Anzahl der Querbricken ist wiederum abhangig von der Ausgangslange des

Sarkomers, der Querbrlckenbildungsrate und der Losungsrate, sowie der
Geschwindigkeit der Kontraktion (viskose Effekte).

1.0

n(x;v) 10, n(x;v) sq‘
- x :‘ y . \L ! !;QJU i 0.8f :: W‘ ¢

e Bietet keinen Einblick in den Mechanismus der Kontraktion und Kraftentwicklung
innerhalb der motorischen Einheit und es wird angenommen, dass die Anzahl der
maoglichen Querbricken bei maximaler Aktivierung konstant bleibt.

0.
05

04-

0.3

0.2

0.1

Knochen CE SE Knochen ack Kendall



Muskel L&bm*‘)’a;(,l;[wlor ,

/l‘
1. Kriterum : .
* Summe ce,rfl\/luskelkréfte ist minimal g Liaeaf - ﬂq“c(wuk SMC‘ thmI/

'l Wrne
e Summe der Spannung ist minimal ]/’é- WA A2
e Summe der quadrierten Muskelkrafte ist minimal

* Beliebige 1
: @“AL& K
2. Ableiten: A A 3(05. A A
 Ganze Funktion ableiten und gleich null setzen:ﬂ = ( ,ﬂ = ( ,ﬂ =0, ...
oA OF, OF;

3. Gleichungssystem losen
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Gangarten

(a) Fersenlauf

(b) Vorfusslauf

Kraft

Zell

Kran

Zell

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

0 10 20 30

Gangzyklus
50 60 70 80 90 100

I I 1 1 1 1 I Ll 1 1
I 1 @% I 1 | I
HS FF MS HO TO MSW HS
Standphase Schwungphase
< > < >
Schritt Bipedale Phase
< > “>
Vollstandiger Gangzyklus
< >
h h
Standphase Bl o Standphase
1 I
0.4 0.8
t[s]
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Losungswege Alter Prufungen
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Alte Prufung - Winter 19: 1 Arbeit/ F = ma

Ein Fahrradfahrer (Gesamtmasse m = 83kg) fahrt entlang der Flusspromenade und verlangsamt seine
Geschwindigkeit. Berechnen Sie anhand des folgendenen Geschwindigkeits-Zeit Diagramms die
Bremskraft.

-
g - - " - s ¥ ™
Seschwindigkeit (km/h

2
0 T4
4-\#\\’: = /’é‘“vf +Fs
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Alte Prufung - Winter 19: 3 Lagrange

Ein Turner an der Reckstange kann in erster Naherung als ein mathematisches Pendel der Masse
m = T0kg und Lange [ = 0.8m beschrieben werden. Bewerten Sie ob folgendene Funktionen giiltige
Lagrange-Funktionen flr dieses Problem sind:

A X L($, $) = 32.20¢> + 221.18 cos ¢ (Joule)
y
Xy Y L(¢, qﬁ) — 11.20q'52 + 549.36 cos ¢ (Joule)
g\/ L(¢,) = 32.20¢* + 221.18 cos ¢ + 18.10
¢ (Joule)
XL(¢, $) = 11.20¢? + 549.36 cos ¢ (Joule)
m
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Alte Prufung - Winter 19: 4 Harmonischer Oszillator

Sie untersuchen die Wischbewegung beim Curling. L6sung der Bewegungsgleichungen ergibt folgendes
Model fur die horizontale Auslenkung des Wischbesens: z(t) = A sin(wt + B), mit A, B den
unbestimmten Konstanten.

Berechnen Sie die Auslenkung zum Zeitpunkt ¢ = 2s, wenn w = /2 (1/s) und die Auslenkung und
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 0 = 0 als £(0) = 1/+4/2m und £(0) = 1m/s gegeben sind.

X ()= Asin (‘*’t"’@) | \
¥ = Apcos(ett ‘5) /\Z a\ok*'ms '

: iy
X(0)=AS;ACE = %;"‘W‘ = X(+=Zs) = SN (‘?Z 4’7_‘-)
X (9)= AwCOS (8)=7 K = —0.45T
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Alte Prufung - Sommer 19.12 Harmonischer Oszillator

t=0 {-
Z P
v

Ein Bungee-Jumping-Springerin (mges=65kg ) mochte das Verhalten des Seils modellieren wenn sie abgebremst
wird. Hierzu nimmt sie das Bungee-Seil als Feder mit Federkonstante k=50/>tfn an. Nach dem freien Fall erreicht die \[/ L S0 %
Springerin zum Zeitpunkt t=0 eine Geschwindigkeit von 28nf5 bevor das Seil gedehntwird und die Springerin durch '\Lé*f
das Seil abgebremst wird. Wie gross ist die Auslenkung des Seils zum Zeitpunkt t=3 0}’”

vy, 7

Nw&ow; UJ='/_L‘-:, Y(O): O [

) y(e)= 253

N t+ &
-P = l/lu‘)’t + \Sc/ogu)
\/( ) AS COZ JZ’_ 'SO — (D v ;7" .. — E,Li: COS(O'SZZ 5)
Y(OB-; E *SL B : : = oY > ol
® - S 0 = AW _ _
Y(D) Ao o z » 9%
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Alte Prufung - Winter 19: 9 Muskel Optimierung

Fur folgende Hebelarme fur M. Soleus und M. Gastrocnemius und einem Gelenksmoment von
M = 15N m, finden Sie die Kraft im M. Soleus die das Muskeloptimierungskriterium 1) = Y. 3F

unter der Bedingung ) _. h; F; = M minimiert.
hs, = 4.2cm, hg, = 5.1cm

~ . _ ASNe — O.042F. —0.034 F,
7 = ZE +Zl’ l( )

0.05" Fo = 45_/\/'”‘

0.02K +

f 0.042
- T, tOOT/TF = g 51°) - .
L % = AT N+ 0-042%, F O (0012 00042)’/(5N
\ / /g{f ,}{905'{
1 @;: QE + A-0.042 =0 gl /2/00,_(1 A» F, = (44 3504
0%, —
; _ 0.051 ~® T = 47’6’.26‘\’
@g = 67:; i 20‘05‘4 0 FC\' szS 4 —
OF |
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Alte Prufung - Winter 19: 11 Arbeit

Obwohl beim Fallschirmsprung Axels Fallschirm versagte, verletzte er sich bei seiner Landung im Schnee
nur leicht. Unter der Annahme, dass Axel (inkl. Ausriistung) m = 85kg schwer war, seine
Aufprallgeschwindigkeit v0 = 56m/s betrug, und der Schnee eine konstante (Uberlebbare) Kraft von
1.2 x 10° Newton auf ihn ausibte - wie tief war der Schnee mindestens?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Flv) =l (Reta)yyg = =

Alte Prufung - Winter 19: 15 Muskel (Hill)

Fur einen unbekannten Muskel (reiner Typ) mit dem Querschnitt Ag = 10cm ™2 und den

Charakteristischen Parametern @ = 150N und b = 27cm /s wurde mit der Kraft-
Geschwindigkeitsrelation (Hill) P(v) eine maximale Verklrzungsgeschwindigkeit von v, = O.9m/s

berechnet.

Wie viel Kraft kann dieser Muskel bei einer isometrischen Kontraktion pro Quadratzentimeter maximal

erzeugen?
- Vv
- _ rgb—-a
“ vV )= —
ff_o__ y Vonax ‘D'c{s 4 4’() k\,&s
AO — T L = AVaaX |'
- Fo - A > =
_ {f(qugﬁ i O
:[:O_"' {’LEO. VV"‘QP%A— b

;(VMxxc'O "Fob = AV x

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

v - Kb~ aY

v+b
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Alte Prufung - Winter 19: 22 Energie

Eine Murmel (Masse m = 3g, Radius » = 7.5mm) rollt mit einer Geschwindigkeit von v = 3.5m/s auf
eine Rampe der Héhe h = 4.5m zu. Welche lineare Geschwindigkeit hat die Murmel nachdem sie die
Rampe hinuntergerollt ist?

Anmerkung: Die Murmel kann als homogene Kugel angenommen werden und rollt ohne zu rutschen.
Tragheitsmoment einer Kugel bzgl einer Achse durch den Schwerpunkt I = 2/5M R?.
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Alte Prufung - Winter 19: 29 Leistung

Fur folgende Werte der aktiven und passiven Energieflisse pro Zeiteinheit, berechnen Sie die Leistung
die vom Unterschenkelsegment verrichtet wird.

AP =AT+17-20-148 = ~2
co Es werlie 2 Wabd vecilds
19

S0
o
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Alte Prufung - Winter 19: 21 Transformation

. rot.
/‘JDHL a;J«M von e)d-f‘

Ein Kraftvektor wird durch die folgenden Elementarrotationen vom lokalen Koordinatensystem ins globale

Koordinatensystem transformiert:

Zuerst 60° um die z-Achse und anschliessend 90° um die y-Achse.

L (oosilives
Elementarrotationen ( Drehsinn):

- 0 0

[Ax] =

0 cosa =sina
0 ewsina cosa
' cos3 0 emsing |
0 1 0

=sin 0 cosp |

[ cosvy ==siny 0
a=siny cosy O

0 0o 1

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

o L=

-[o 0“4
O A O
-qd 0 O

4/1 1,!’% O
'ﬁ"/z, ‘/Z O
© 0 4

|

["R.]

plosud: [%,1= Ry (19¢) Ryl 60°)

/s %% ©

3H 4% O
© 0 1

O O 4
]; 3, 4 ©
~» B/ O

+1

O

O

AMS
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3 2 0 2 4 6 8

Alte Prufung - Winter 19: 21 Transformation 2~

0 B 1 .
Ein Kraftvektor wird durch die folgenden Elementarrotationen vom lokalen Koordinatensystem ins globale 2 2 | 5
Koordinatensystem transformiert: R _ i
— 1 \/§ 0
Y 5{3
Zuerst 60° um die z-Achse und anschliessend 90° um die y-Achse. 1 O O
}
-4 -2 0 2 4 6 8 10 —X
— 10—
0 0 1 8[— ?
3o, .
-4 - — X —
A4L29‘24681010_Y R 2 2 2
¢ — 2 VRN ‘ o
- _— P,
1 0 0 : 2 "‘E—%
4
0 1 0 ; !
O O 1 o -4 -2 U 2 4 b B W — A
—— :é 10 e— Y
V3 1 81— <
v i O - — - 6
8 2 2
10 - 4
R = 0 1 V3 &
_ _ 2 2 L0
https://en.wikipedia.org/wiki/Givens rotation/Dimension 3 1 0 O Ezg
%
10

https://en.wikipedia.org/wiki/Davenport chained rotations
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Alte Prufung - Sommer 19: 21 Transformation

Um das externe Drehmoment im Knie bei einer orubung fur den Wall-Flip zu bestimmen muss der Kraftvektor Fxarp vom Kraftmessplattenkoordinatensystem ins
Laborkoordinatensystem transformiert werden (Frqp = Rh MP ]FA Mmp). Beides sind orthogonale Koordinatensysteme und der Anstellwinkel 3 betragt 607

Wie lautet die Rotationsmatrix [L“bRK,\,p]um den Kraftvektor vom Kraftmessplatten- ins Laborkoordinatensystem zu transformieren?

I

-0 R%L( 9’ o

[ K ] K‘IL(‘ ) ) r/z A
\wbeinsic\a

R0 Rl (<20 (1) {5 % 5
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(MP'A ‘S
Alte Prufung - Sommer 19:%1 Hranrsformation

Beim Segeln herrscht Windstille. Plétzlich fallt von vorne ein Windstoss in einem Winkel von a = w/4 ein und versetzt das Boot (Gesamtmasse m = 300kg ) in Bewegung. Nach
Wechselwirkung mit dem Segel stromt die Luft gerade beim Heck hinaus a = @ . Wenn der Impuls des Luftstosses vor und hinter dem Schiff |p| = 400kg m /s betragt.

berechnen Sie die Endgeschwindigkeit des Bootes in Fahrtrichtung.

o

Anmerkung: Vernachlassigen Sie alle Effekte des Wassers. Alle Winkel sind bezuglich der Bugrichtung gemessen.

T

S, |
I'PI \ zwlta_ 3 » %:(P,PCOSZZ— z
4
I?

2

v, =490 (4= "2 )= 03965
<00 -

1

Iy
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